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Zadania a navodné ulohy domaceho kola 58. ro¢nika matematickej olympiady

Kategoria A

A-I-1: V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic

2sinzcos(z+y) + siny =1,
2sinycos(y+x) + sinz =1.

Névodné ulohy:

1. Dokézte platnost zndmych siuc¢tovych vzorcov
cos(a + b) = cosacosb — sinasin b, sin(a 4 b) = sina cos b + cos a sin b.

[Prvy vzorec mozno dokézat napr. vhodnym pouzitim kosinusovej vety pre trojuholnik, ktorého dva
vrcholy lezia na jednotkovej kruznici a treti vrchol je jej stredom. Druhy vzorec sa d& lahko odvodit
z prvého.|

2. V obore redlnych c¢isel vyrieste rovnicu

+mT . r—T

- sin

) 11

1+Sinx =0.

[55-A-S-3]

3. Dokéazte, ze cos36° = 1+4\/g' [Ak o = 36°, tak sin2a = sin3a, lebo 2« + 3a = 180°. Kedze

sin 2a = 2sina cos o a
sin3a = sin(2a+ a) = sin2acos a + cos 2asina =
= 2sinacos’a+ (2cos? o — 1) sina = sina(4 cos? a — 1),
dostavame 2 sin acos o = sin /(4 cos? a—1). Po vydeleni nenulovym sin o méme 4 cos? a—2cosa—1 =
0. Cislo t = % je jedinym kladnym rieSenim kvadratickej rovnice 4t — 2t — 1 = 0.]
A-I-2: Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD. Dokazte, Ze spojnica priesec¢nikov vysok tro-
juholnika ABC s priese¢nikom vysSok trojuholnika ABD je rovnobeZna s priamkou CD.

Névodné ulohy:

1. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s priese¢nikom vysok V' a opisanou kruznicou k. Dokazte, ze
obraz V' bodu V' v osovej simernosti podla priamky AB lezi na kruznici k. Maju tuto vlastnost aj
tupouhlé trojuholniky? [Stac¢i vyjadrif velkost uhla AV B z trojuholnika AV B, v ktorom zvysné dva
uhly dopocitame z vhodnych pravouhlych trojuholnikov. Tento uhol mé velkost 180° — |4 ACB|, z
¢oho vyplyva, Ze Stvoruholnik AC BV je tetivovy. Obraz priese¢nika vySok v osovej simernosti podla
strany lezi na opisanej kruznici aj v pripade, ze trojuholnik je tupouhly. Dokaz sa spravi podobne
vypocitanim velkosti vhodnych uhlov.]

2. Nech V je priesecnik vysok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Dokazte, ze kruznice opisané troju-

holnikom ABV, BCV, CAV st zhodné a porovnajte ich polomer s polomerom kruznice opisanej
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2 A

trojuholniku ABC'. [VSetky tri kruznice s obrazom kruznice opisanej trojuholniku ABC v osovej
stmernosti podla prislusnej strany. Je to priamym désledkom predchadzajtacej ndvodnej tlohy.]

3. Dany je trojuholnik ABC' s ortocentrom H. Vyjadrite velkost tisecky C'H pomocou dlZzok stran
a velkosti uhlov trojuholnika ABC'. SnaZte sa, aby vaSe vyjadrenie bolo ¢o najjednoduchsie. [Pozri
druhé uvedené riesenie sutaznej tlohy. Moznych postupov aj vyjadreni je viacero.]

4. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s priese¢nikom vysok V' a opisanou kruznicou k. Dokazte, ze
obraz bodu V' v stredovej simernosti podla stredu tsecky AB lezi na kruznici k. Maja tato vlastnost
aj tupouhlé trojuholniky?

5. V rovine st dané tri navzajom rézne zhodné kruznice so spolo¢nym bodom H. Druhé priesecniky
dvojic tychto kruznic (rézne od bodu H) oznac¢ime A, B, C. Dokéite, ze bod H je priesenikom
vysok trojuholnika ABC.

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s péatami vysok D, E, I leziacimi postupne na stranach AB,
BC, CA. Obraz bodu F' v stredovej simernosti podla stredu strany AB lezi na priamke DE. Urcte
velkost uhla BAC'. [57-A-11-3]

7. Dany je trojuholnik ABC. Dokézte, ze os uhla ACB a os strany AB sa pretinaji na kruznici
opisanej trojuholniku ABC.

8. V tetivovom Stvoruholniku ABCD ozna¢me L, M stredy kruznic vpisanych postupne do troju-
holnikov BC' A, BCD. Dalej ozna¢me R priese¢nik kolmic vedenych z bodov L a M postupne na
priamky AC a BD. Dokazte, ze trojuholnik LM R je rovnoramenny. [56—A-T11-2]

9. Na kruznici s polomerom r lezi 5 réznych bodov A, B, C', D, E v tomto poradi, pricom plati
|AC| = |BD| = |CE| = r. Dokazte, ze trojuholnik, ktorého vrcholmi si ortocentré trojuholnikov
ACD, BCD a BCE, je pravouhly. [C-P-S trojstretnutie 2006/1]

10. Dokazte, ze vSetky stredy stran a péty vySok v lubovolnom trojuholniku lezia na jednej kruznici.
(Tato kruznica je znama pod nazvom Feuerbachova kruznica alebo kruznica deviatich bodov — okrem
spominanych Siestich bodov na nej totiz este lezia stredy tuseciek spajajucich priesecnik vysok s
jednotlivymi vrcholmi trojuholnika.)

11. Nech ABC je trojuholnik a P bod v jeho rovine. Ozna¢me D, E, F' péty kolmic z bodu P na
priamky AB, BC, C' A. Dokéazte, ze ak bod P lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC, tak body
D, E, F lezia na priamke. (Tato priamka sa nazyva Simsonovou priamkou bodu P.) Ma takuito
vlastnost aj nejaky bod P leziaci mimo kruznice opisanej trojuholniku ABC?

12. Nech P je bod na kruznici opisanej trojuholniku ABC'. Ozna¢me H priese¢nik vysok trojuholnika
ABC. Nech X je priese¢nik Simsonovej priamky bodu P s tseckou PH. Dokézte, ze X je stredom
tsecky PH a leZi na Feuerbachovej kruZnici trojuholnika ABC'. (RieSenie tejto narocnej tlohy je
mozné najst na stranke http://mathforum.org/library/drmath/view/61688.html.)

13. Nech PQ je Tubovolny priemer kruZnice opisanej trojuholniku ABC'. Dokézte, Ze Simsonove
priamky bodov P a () s na seba kolmé a pretinaji sa na Feuerbachovej kruznici trojuholnika ABC'.
(Druha cast tejto tlohy je naozaj naro¢na.)

2
A-1-3: Najdite vSetky dvojice prirodzenych ¢éisel z, y také, Ze nyr
rTy

je prvodislo.

Névodné ulohy:
1. Dokazte, ze ak su disla a, b nesudelitelné, t. j. . nsd(a,b) = 1, tak aj a) nsd(b,a + b) = 1;
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A 3

b) nsd(b?,a + b) = 1. [a) Ak by b a a + b mali delitela d > 1, ten by delil aj ich rozdiel, ktory je
rovny a, teda d by bol spoloénym delitelom ¢isel a, b. b) Ak by b* a a + b mali spoloéného delitela
d > 1, mali by aj spolo¢ného prvociselného delitela p, ktory by nutne delil aj b, teda b a a + b by
mali spolo¢ného delitela p > 1; dalej rovnako ako v Casti a).

2. Dokéazte, ze ak nsd(k,l) = 1 a k | Im, tak k | m. [Kedze k | Im, tak lm = kt pre nejaké celé ¢.
Kedze k, | st nesudelitelné, tak kx + ly = 1 pre nejaké celé z, y. Vynasobenim ¢islom m dostaneme
m = kmzx + lmy = k(mx + ty), teda k | m.]

3. Uréte vietky dvojice prvoéisel p, g, pre ktoré plati p + ¢* = ¢ + p®. [55-B-11-1]

Najdite vietky dvojice prvoéisel p, q, pre ktoré plati p + ¢*> = q + 145p?. [55-C-11-4]

A-I-4: UvaZujme nekoneénti aritmeticki postupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)
kde a, d st prirodzené (t. j. . kladné celé) ¢isla.

e a) Najdite priklad postupnosti (%), ktora obsahuje nekoneéne vela k-tych mocnin

prirodzenych cisel pre vSetky k =2,3,...

e b) Najdite priklad postupnosti (), ktord neobsahuje Ziadnu k-tu mocninu priro-

dzeného cCisla pre Ziadne k = 2,3,...

e c) Najdite priklad postupnosti (), ktora neobsahuje zZiadnu druhti mocninu priro-

dzeného disla, ale obsahuje nekonecne vela tretich mocnin prirodzenych é&isel.

e d) Dokazte, Ze pre vSetky prirodzené &isla a, d, k (k > 1) plati: Postupnost (x) bud’
neobsahuje Ziadnu k-tu mocninu prirodzeného ¢isla, alebo obsahuje nekoneéne vela

k-tych mocnin prirodzenych cisel.

Néavodné ulohy:

1. Dokazte, Ze medzi ¢islami tvaru 8n + 4 sa nachadza nekonecéne vela druhych mocnin prirodzenych
Cisel.

2. Dokazte, ze medzi ¢islami tvaru 8n + 4 sa nenachadza ziadna tretia mocnina prirodzeného ¢isla.
3. Dokézte tvrdenie z Casti d) pre pripad k = 2, t. j. . dokdzte, Ze postupnost (x) bud neobsahuje
Ziadnu druhtd mocninu, alebo obsahuje nekone¢ne vela druhych mocnin prirodzenych ¢isel.

4. Dokéazte, ze ak dve ¢isla davaja po deleni ¢islom d rovnaky zvysok, tak aj ich k-te mocniny davaju
po deleni &slom d rovnaky zvysok. [Ak d | a—b, tak aj d | (a—b)(a* "1 +a* 20+ -+ ") = a* —VF,
Inou moznostou je tvrdenie dokdzat pomocou binomickej vety.]

5. Rozhodnite, ¢i existuje aritmetickd postupnost, ktora neobsahuje ziadne Fibonacciho ¢islo (t. j. .

Cislo, ktoré je ¢lenom postupnosti (a,)5,, pricom a; = ay =1 a a,42 = a1 + a, pre n > 1).

A-1-5: V kazdom vrchole pravidelného 2008-uholnika lezi jedna minca. Vyberieme dve
mince a premiestnime kazdt z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie
v smere a druha proti smeru chodu hodinovych ruci¢iek. Rozhodnite, ¢i je mozné tymto

-~ Y . , 0
sposobom vsSetky mince postupne presunit:
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e a) na 8 képok po 251 minciach,

e b) na 251 kdpok po 8 minciach.

Néavodné ulohy:

1. Na stole je n poharov otoc¢enych hore dnom. V jednom kroku méZeme oto¢it k z nich naopak. Je
mozné dosiahnut, aby po koneénom pocte krokov boli vSetky pohére otocené dole dnom? Vyrieste
tato tlohu pren =9, k =2 an =9, k = 5. Odpovede dosledne zdévodnite. [Pre n =9 a k =5 to je
mozné. Pre n =9 a k = 2 nie, pretoze sa nemeni parita po¢tu poharov otoc¢enych hore dnom.|

2. V kazdom vrchole $tvorca je jedna minca. Vyberieme dve mince a premiestnime kazda z nich do
susedného vrcholu tak, ze jedna sa posunie v smere a druhé proti smeru chodu hodinovych ruciciek.
Rozhodnite, ¢ je mozné tymto sposobom postupne premiestnit vSetky mince do jedného vrcholu.
[Podobne ako v rieseni stitaznej ulohy budeme uvazovat zvySok stactu ¢isel priradenych minciam po
deleni $tyrmi. Je mozné rozdelit vSsetky mozné pozicie do skupin podla tohto zvysku, ivodné a cielova
pozicia st v roznych skupinéch, preto sa z jednej nedd dostat do druhej.]

Vyrieste predchadzajiicu navodnu tlohu s pravidelnym osemuholnikom namiesto Stvorca.

3. Okolo ohna sedi n+1 psov (n > 1). Jeden z nich je $éf a ma n kosti, ostatni nemaji ni¢. V jednom
kroku zvolime dvoch psov A a B (nie nutne roznych), z ktorych kazdy mé aspon jednu kost a spolu
maju aspori dve kosti. Zoberieme jednu kost psovi A a ddme ju jednému zo susedov psa B a zoberieme
jednu kost psovi B a dame ju jednému zo susedov psa A. Pre ktoré n sa po sérii vhodnych krokov
mozeme dostat do situécie, ze kazdy pes okrem $éfa mé jednu kost? [KMS 2005/6, 3. zimn4 séria,
tloha 7]

4. Okolo okrihleho stola sedi n deti. Erika je z nich najstarsia a ma n cukrikov. Ostatné deti nemaju
ziadne cukriky. Erika sa rozhodla, ze cukriky rozdeli a stanovila nasledovné pravidla. V kazdom
kole zdvihna ruky vsetky deti, ktoré maju pri sebe aspon dva cukriky. Erika jedného z prihlasenych
vyberie a ten da kazdému svojmu susedovi jeden cukrik. (V prvom kole sa teda prihlasi iba Erika a da
svojim susedom po cukriku.) Zistite, pre ktoré n > 3 moze delenie po koneénom pocte kol skoncit
tak, Ze kazdé diefa bude mat prave jeden cukrik. [C-P-S trojstretnutie 2006/2]

5. Cisla 1,2,...,n st v tomto poradi napisané vo vrcholoch pravidelného n-uholnika. V jednom
kroku mézeme dve susedné ¢isla nahradif ich aritmetickym priemerom. Je mozné dosiahnut, aby boli
vSetky napisané ¢isla rovnaké? [KMS 2006/7, 2. letné séria, uloha 10]

A-I-6: Dany je trojuholnik ABC. Vnutri stran AC, BC st dané body FE, D tak, Ze
|AE| = |BD|. Ozna¢me M stred strany AB a P prieseénik priamok AD a BE. Dokazte,

ze obraz bodu P v stredovej simernosti so stredom M lezi na osi uhla ACB.

Néavodné ulohy:

1. a) Najdite mnozinu bodov, ktoré st rovnako vzdialené od dvoch danych priamok.

b) S vyuzitim vlastnosti z a) dokézte, Ze osi vnitornych uhlov trojuholnika sa pretinaji v jednom
bode.
2. Dokézte, Ze os vnitorného uhla v trojuholniku pretina protilahld stranu v pomere prilahlych stran.
[Nech K je priesecnik osi uhla AC'B so stranou AB. Pouzijeme sinusovi vetu v trojuholnikoch C' K A
a CK B, vyuzijeme, Ze uhly AKC a BKC st doplnkové a uhly ACK a BC'K maju rovnaku velkost.
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Iné rieSenie: pomer |AK|: |BK| je rovnaky, ako pomer obsahov trojuholnikov AKC' a BKC|, pritom
tieto dva trojuholniky majt rovnako dlhé vysky z vrcholu K|

3. Dany je trojuholnik ABC. N&ajdite mnozinu bodov X takych, Ze trojuholnik ABX méa rovnaky
obsah ako trojuholnik ABC'. [Dvojica priamok rovnobeznych s priamkou AB a rovnako od nej vzdia-
lenych.]

4. Nech ABCD je lichobeznik so zakladniami AB a CD. Dokéazte, ze priesecnik priamok AC a
BD, priesecnik priamok AD a BC a stredy zakladni tohto lichobeznika lezia na priamke. [Uvazujme
rovnolahlosti, ktoré zobrazia isecku AB na tsecku C'D. Tieto rovnolahlosti st dve a ich stredmi st tie
dva priese¢niky zo zadania tlohy. Obe tieto rovnolahlosti zachovavaji pomery, preto zobrazia stred
usecky AB na stred tsecky C'D. Takze stredy uvazovanych rovnolahlosti lezia na spojnici stredov
zékladni.|

5. Nech ABC'D je konvexny stvoruholnik. Stredy jeho stran oznacime postupne K, L, M, N.

a) Dokazte, ze KLMN je rovnobeznik.

b) Aky je pomer obsahov Stvoruholnikov KLMN a ABCD?

6. Dokézte, Ze taznice v trojuholniku sa pretinaji v jednom bode a rozdelia trojuholnik na 6 casti s
rovnakym obsahom.

7. Dokézte, ze ak z, y, z st dlzky taznic trojuholnika ABC, tak existuje trojuholnik s dlzkami stran
rovnymi z, y, z. Aky obsah ma tento trojuholnik, ak obsah trojuholnika ABC' je S7 [Vyuzite stredovi
stmernost podla stredu strany BC']

8. Je dany trojuholnik ABC. Vnitri jeho stran BC', CA, AB uvazujme postupne body K, L, M
také, ze tisecky AK, BL, CM sa pretinaju v bode U. Ak trojuholniky AMU a KCU maji obsah P
a trojuholniky M BU a C'LU obsah @, potom P = Q. Dokazte. [49-A-S-2]

9. Dany je trojuholnik ABC a body K, L, M leziace postupne vnutri stran BC', CA, AB tak, ze
priamky AK, BL, C'M maju spolo¢ny bod X.

a) Dokazte, ze pomer |AM|: |BM| je rovnaky, ako pomer obsahov trojuholnikov ACX a BCX.

b) Dokazte, ze

|AM| |BK| |CL|

[BM| " [CK| JAL]
(Toto tvrdenie je ¢astou Cevovej vety. Porovnajte tuto vetu s Menelaovou vetou. VSimnite si, Ze ¢asto
je vyhodné vo vypoctoch i dokazoch previest pomer vzdialenosti na pomer obsahov. PouzZite tento
pristup v druhej navodnej tlohe.)
10. Nech K, L, M st po rade vnutorné body stran BC', CA, AB daného trojuholnika ABC' také, ze
kruznice vpisané dvojiciam trojuholnikov ABK a CAK, BCL a ABL, CAM a BC'M maj vonkajsi
dotyk. Potom sa priamky AK, BL, C'M pretinaju v jednom bode. Dokazte. [49-A-1-2]
11. Urcte vSetky konvexné Stvoruholniky ABC D s nasledujicou vlastnostou: Vnutri $tvoruholnika
ABCD existuje bod F taky, ze kazda priamka, ktord prechadza tymto bodom a pretina strany AB
a C'D vo vnutornych bodoch, deli stvoruholnik ABCD na dve ¢asti s rovnakym obsahom. Svoju
odpoved zdovodnite. [49-A-T1-4]
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Kategoéria B

B-I-1: Na tabuli je napisané Stvorciferné ¢islo delitelné 6smimi, ktorého posledna cifra
je 8. Keby sme posledni cifru nahradili cifrou 7, ziskali by sme ¢&islo delitelné deviatimi.
Keby sme vSak poslednu cifru nahradili cifrou 9, ziskali by sme ¢islo delitelné siedmimi.

Urcte cCislo, ktoré je napisané na tabuli.

Néavodné ulohy:

1. Skupina zbojnikov ukradla truhlicu plnt zlatych minci. Lup si chceli spravodlivo rozdelit. Zakaz-
dym, ked mince chceli rozdelit na 5, 6, alebo 7 rovnakych kopok, jedna minca im zvysila. Kolko minci
bolo v truhlici, ak vieme, Ze ich nebolo viac ako 3007

2. Skupina zbojnikov ukradla truhlicu plna zlatych minci. Lup si cheeli spravodlivo rozdelif. Zakaz-
dym, ked mince chceli rozdelit na 5, 6, alebo 7 rovnakych kopok, jedna minca im chybala. Kolko

minci bolo v truhlici, ak vieme, Ze ich nebolo viac ako 3007
B-1-2: Urcte vsetky trojice (z,y, z) realnych ¢isel, pre ktoré plati
2

2 + xy = y? 4+ 22

2 4+ 2y = y? + 22

Névodné ulohy:

1. Urcte vsetky dvojice realnych cisel, pre ktoré plati

r—y=a—y
2 +yt =2+ P
2. Urcte vsetky dvojice celych ¢isel, pre ktoré plati

r? — 1= 3y* + 2xy.

B-1-3: Na strane BC, resp. C'D rovnobeZznika ABCD urcte body E, resp. F tak, aby
usecky EF, BD boli rovnobezné a trojuholniky ABE, AEF a AFD mali rovnaké obsahy.

Névodné ulohy:

1. Je dany obdlznik ABCD. Zostrojte priamku prechadzajicu bodom A, ktora dany obdlznik roz-
deluje na dve cCasti, obsahy ktorych st v pomere

a) 1:2; b) 3: 4; c) 1:v2.

2. Je dany rovnostranny trojuholnik ABC. Na strandch AC a BC' ur¢te body D a E tak, aby tsecky
AB a DFE boli rovnobezné a aby Stvoruholnik DF EC' a trojuholnik ABF mali rovnaké obsahy. (F'
je priesecnik priamok AE a BD.)

B-I-4: Na plane 7 x 7 hrame hru lode. Nachadza sa na nej jedna lod’ 2 x 3. ModZeme sa
spytat na Iubovolné poli¢ko planu, a ak lod’ zasiahneme, hra konéi. Ak nie, pytame sa

znova. Uréte najmensi pocet otazok, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod’ zasiahli.
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Névodné ulohy:

1. Zistite kolko najviac kralov je mozné umiestnit na Sachovnici velkosti 8 x 8 tak, aby sa najvzajom

.....

.....

B-1-5: Trojuholniku ABC je opisana kruzZnica k. Os strany AB pretne kruznicu k£ v bode K,
ktory lezi v polrovine opacnej k polrovine ABC. Osi stran AC' a BC' pretna priamku C'K
postupne v bodoch P a (). Dokazte, ze trojuholniky AKP a K B( st zhodné.

Néavodné tlohy:

1. Je dany trojuholnik ABC'. Nech M je priesecnik osi uhla o a kruznice opisanej danému trojuhol-
niku. Dokézte, ze |BM| = |CM]|.
2. Nech ABC je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB, pricom |AB| =4 cm a | ACB| = 30°.

Vypocitajte vzdialenost stredov kruznic vpisanej resp. opisanej danému trojuholniku.

B-1-6: Najdite vSetky dvojice celych ¢isel (m,n), pre ktoré je hodnota vyrazu

m+3n—1
mn+2n—m — 2

celé kladné ¢éislo.

Névodné ulohy:

6

1. Zistite pre ktoré prirodzené ¢isla n je hodnota zlomku celym cislom.

S
30&

2. Zistite pre ktoré prirodzené cisla n je hodnota zlomku celym cislom.

i
w

3. Najdite vsetky dvojice celym cisel a, b, pre ktoré plati

2ab=3a+4b+ 7.
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Kategoéria C

C-I-1: Tomas, Jakub, Martin a Peter organizovali na namesti zbierku pre dobrocinné

ucely. Za chvilu sa pri nich postupne zastavilo pitf okoloidicich. Prvy dal TomasSovi do
jeho pokladnicky 3 Sk, Jakubovi 2 Sk, Martinovi 1 Sk a Petrovi ni¢. Druhy dal jednému
z chlapcov 8 Sk a ostatnym trom nedal ni¢. Treti dal dvom chlapcom po 2 Sk a dvom
nié. Stvrty dal dvom chlapcom po 4 Sk a dvom nié. Piaty dal dvom chlapcom po 8 Sk
a dvom ni¢. Potom chlapci zistili, Ze kazdy z nich vyzbieral inu ¢iastku, pricom tieto
tvoria Styri po sebe iduce prirodzené Cisla. Ktory z chlapcov vyzbieral najmenej a ktory

najviac koran?

C-I-2: Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisana kruznica. Péty kolmic
z bodov A, B na dotyénicu k tejto kruznici v bode C oznaé¢me D, E. Vyjadrite dlzku
usecky DE pomocou dlZok odvesien trojuholnika ABC.

Névodné ulohy:

1. Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisana kruznica. Péty kolmic z bodov A, B
na dotyc¢nicu k tejto kruznici v bode C' oznaéme D, E. Dokéazte, ze bod C je stredom tusecky DFE.
2. Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisana kruznica. Péty kolmic z bodov A, B
na dotyc¢nicu k tejto kruznici v bode C' ozna¢me D, E. Dokézte, ze trojuholniky ADC a CEB st
podobné.

3. Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisana kruznica. Pity kolmic z bodov A,
B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C' ozna¢me D, E. Ozna¢me F' pdtu kolmice z bodu B na
priamku AD. Dokézte, ze bod F' lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC'.

4. Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisand kruznica. Pty kolmic z bodov A,
B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C' ozna¢me D, E. Ozna¢me F' patu kolmice z bodu B na
priamku AD. Pre aké velkosti vnttorného uhla « trojuholnika ABC méze byt trojuholnik ASF

rovnostranny?

C-I-3: Najdite vsSetky Stvorciferné ¢isla n, ktoré maji nasledujuce tri vlastnosti: V zapise
¢isla n st dve rozne cifry, kazda dvakrat. Cislo n je delitelné siedmimi. Cislo, ktoré

vznikne otodenim poradia cifier ¢isla n, je tieZ Stvorciferné a delitelné siedmimi.

Névodné ulohy:

1. Najdite vSetky Stvorciferné ¢isla zlozené zo Styroch réznych nepéarnych ¢islic, ktoré su delitelné
kazdou z nich.

2. Nech 7 je ¢islo, ktoré dostaneme z ¢isla n otocenim poradia ¢isel. Pre ktoré stvorciferné cisla n je
¢islo n 4+ 7 delitelné 11-mi?

3. Nech 7 je cislo, ktoré dostaneme z ¢isla n otocenim poradia ¢isel. Pre ktoré stvorciferné ¢isla n je

éislo n — . delitelné 11-mi?

C-I-4: Dany je konvexny piafuholnik ABCDE. Na polpriamke BC zostrojte taky bod G,
aby obsah trojuholnika ABG bol zhodny s obsahom daného pituholnika.
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Névodné ulohy:

1. Je dany trojuholnik ABC'. Na polpriamke AB zostrojte bod D tak, aby obsah trojuholnika BC'D
bol rovnaky ako obsah trojuholnika ABC'.

2. Je dany trojuholnik ABC'. Na strednej priecke ByCy zostrojte bod E tak, aby obsah trojuholnika
BCFE bol rovnaky ako obsah trojuholnika ABC'.

C-1I-5: Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvicsi pocet &isel tak, aby sucet ziadnych
dvoch vybranych ¢isel nebol nidsobkom jedenastich. (Vysvetlite, preco zvoleny vyber ma

poZzadovanil vlastnost a preco Ziadny vyber vicSieho po&tu é&isel nevyhovuje.)

Néavodné tlohy:

1. Dokézte, ze medzi lubovolnymi 52 prirodzenymi ¢islami existuje dvojica, ktorej sucet alebo rozdiel
je delitelny 100.

2. Nech S = {3,7,11,15,19, ...,95,99, 103}. Kolko prvkov musime vybrat z mnoZiny S, aby sme mali
istotu, ze medzi nimi existuji dva také prvky, ze ich stcet je najmenej 1107

3. Dokazte, ze spomedzi n ¢isel mozno vzdy vybraf niekolko tak, Ze ich stucet je delitelny cislom n.

C-I-6: DokazZte, Ze pre lubovolné rozne kladné cisla a, b plati

a+b< 2(a® + ab + b?) _ [a? + b2
2 3(a+b) 2

Névodné ulohy:

1. Dokazte, Ze pre Iubovolné reédlne ¢isla a, b plati

(a4 b)? > 4ab.

Kedy nastava rovnost?
2. Dokézte, ze pre lubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

(a+b)? < 2(a® + b?).

3. Dokézte, ze pre lubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a—l—b< la? + b2
2 2
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